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Wplyw wag wspolrzednych
na wyniki transtormacji Helmerta



1. Wzor na transformacj¢ wspotrzednych sposobem Helmerta:

X, =c+bx —ay.

(D)
Y, =d +ax + by
]




2. Dwa modele wyznaczenia parametroOw transformacji

I. Model pierwszy

W oparciu o wzor (1) tworzone sa rOwnania
warunkowe z niewiadomymi [ 1]

Xi + Vg =(C0 +dC)+(bo +db)(x +Vy )_(aO +da)(y‘ +V7i)

Y, +v, =(d,+dd)+(a, +da)(x +V, )+(b0 +db) (yi +V7i) (2)

Forma macierzowa

EVV—VW+BpVV—Vp+AX+L:O (3)
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Xi,Yi - wspotrzedne wtorne punktow dostosowania,

Xi, Y, - wspbtrzedne pierwotne punktéw dostosowania.
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W wyniku rozwiagzania uktadu (3) z wykorzystaniem
metody najmniejszych kwadratow otrzymamy

X =—[A" (PV-V; +B,P B} J'AT]AT (Pm‘; +B,PB] 'L (8)

K= (Pw‘; +B,P B, )I(AX+L) ©)

L B
\ 0 Py B,

gdzie

Py, = \7\/1\,\, (11)
P, ~C,, 12)

i Ve - macierze wagowe wspotrzednych punktow
" dostosowania X, Y w ukladzie wtornym oraz X, Y
w uktadzie pierwotnym,

Cy, Cw macierze wariancyjno-kowariancyjne wspotrzednych
punktow dostosowania,

K - macierz korelat. :



I1. Model drugi

Xi +\e =X

Yi +V =_: (13)
1=1,2,..,n

gdzie

n — liczba punktow dostosowania,

Xi, Yi - wspotrzedne wtorne punktow dostosowania wyliczone
wzorami (1) po wyznaczeniu parametréw a, b, c, d.

X' =c+bx —ay,

\7it=d+a>_g + by




Forma macierzowa przeksztalconych wzorow (13):

V=AX-W, (14)
gdzie:

Vx, =% % Lo - X,

V\_(l X1 yl O 1 b V1
V= ¢ | A=| oo, X = Wu=|: | (15

C _
VYn — yn Xn 10 d >_<”
_V\_(n | = Xn yn O B - LYn =




E — macierz jednostkowa

Mozna wprowadzic¢
P, =diag|m m .m g |’ (17)

wowczas




3. Warianty obliczen

Wyr6znimy dwa modele funkcjonalne:

[ — z wykorzystaniem rownan warunkowych z niewiadomymi,
I — z wykorzystaniem rownan poprawek.

W zbiorze wspotrzednych punktow dostosowania wydzielamy:
- dwa podzbiory W_,1 W, , w uktadzie wtornym,
- dwa podzbioryW,; i W,, w ukladzie pierwotnym.

Zroznicowanie srednich btedow wspotrzednych pomigdzy
podzbiorami

My = nm (19)

N — wielokrotnos¢ biedu sredniego m,

M| - modut bledu sredniego

Warianty obliczen zestawione w tabeli 1.



1 1 1 m m m m
2 2/A 2m 2m m m
3 2/B m 2m 0,5m m
4 2/C 2m m m 0.5m
5 2/D m 3m 0,33m m
6 2/E 3m m m 0.33m
7 3/A m m 2m 2m
8 3/B 0,5m m m 2m
9 3/C m 0,5m 2m m
10 3/D 0.33m m m 3m
11 3/E m 0,33m 3m m
12 2/B/1 m 2m 0.33m 0,5m
13 2/C/1 2m m 0,5m 0,33m
14 2/D/1 m 3m 2m 4m
15 2/E/1 3m m 4m 2m
16 II 4 m m - -
17 4/B m 2m - -
18 4/C 2m m - -
4/D m 3m - -




Podzbiory punktow dostosowania:

W, =w, =1{1,2}; W, =w, ={3.4,5}

z wyjatkiem wariantow 12 + 15 w ktorych:

W, = {1,2}, W, = {3,4,5}, w, = {1,2,3}, w, = {4.,5}.
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S. Roznice parametrow transformacji pomi¢dzy wariantami

blo r

0 1€Zzen Tabela 2
1 P 3 4 £ B T g
1 1-204 1-2/E 1-202 1-2/D 1-2/E
2 1-304 1-3/E 1-3iC 1-3D 1-3/E
3 1-4 1-4/E 1-4i2 1-4iD 1-4/E
4 1-5/F 1-50iC 1-5D 1-5/E
5 Fia ] &.510° [ -258107 | 55107 |-404.107
& ) ] 2 E107 | 299107 | 421107 | 459.107
7 fe [mm] ] 655 -102 .5 274 -155,1
] Bf [ i 48 2 217 82,5 -278
] 2IB-21C 2D-Z/[E | 3EB-5/C | S3/D-WE | 4B-4/C | 4/D-4E
10 fia 25341107 | -459.107 | -34,1.107 | -459.107 | -34,1.107 | -459.107
11 ) 574107 | gan107 | 574107 | 880107 | 574.107 | 860107
13 Be [rum] -1684 -2429 -1684 -2429 -1684 2429
15 B [rmm] -BE.0 -1104 -63.0 -110.4 &30 -110.4
14 4-4/E 4-4iC 441D 4_4JE
15 Fia 23107 |-252107 | 55107 | -404.107
15 BB 276107 | 22007 | 421107 | 4539107
17 fe [rm] 655 -102.5 875 1552
18 Bd [rr] 452 217 B2.5 279
1% 1-4 2rh -4 2E-HE | 2ic-4iC | 204D | E-4E
20 B ] ] ] ] ] ]
21 b ] i ] ] ] ]
22 e [mm] 0 0 ] ] ] ]
25 Bd [rr] ] ] ] ] ] ]
24 SrA-4 SE-5B | 3MC-5iC | 3/D-5D | SE-SE
25 fia ] i ] ] ]
26 = ] ] ] ] ]
27 e [mm] ] ] ] ] ]
28 Bef [rm] ] ] ] ] ]
29 2E-4F | 2Ci-4iC | 214D | 2/E1-4E
30 fia -01.10° | -4p0.107 | -45.107 [ -384.107
31 ) 01107 | -15107 | 50107 | 24107
52 Bo [rum] ] 4 4 -19.8 -54.0
35 Bef [rr] 0,7 5.8 =] 745

13



6. Przedzialy bezwzglednych wartosci

roznic wspolrzednych

przetransformowanych pomiedzy roznymi wariantami obliczen.

Tabela 3

Przedzialy hezwzglednych wartoscl roinic wspolrzednych pomiedzy

wariantami w [mm]

Lp.

1 2 3 4 5 ] 7

1 1-214 1-2/B 1-21C 1-2/D 1-2E

2 1318 1-3/B EAEA 1-3D 1-3E

3 1-4 1-4/B 1A 1-41D) 1-4E

4 1-5/B 1-51C 1-5/D) 1-5E

) 0 D@8 [ PREATEE | DS atres | R ardliy

f AR 2D-AE SIB-30C SID-3E Q-4 4D-4E
I 09+-240 | 08+349 | 09240 [ 0,2+-349 | 02+ 240 | 0,8+ 349
8 4- 4B 4407 4.4/ 4 4/E

0 458 4507 45D 4 5E

10 06+99 [ 0+142 | 02+137 | 0,3+ 213

11 1-4 A -4 AB-4B, AC-4C A=A ME-4E
12 0 0 N 0 0 0

13 SIk-4 3IB-51B 3C-5IC 31D-510 SIE-5IE

14 0 0 0 0 0

15 ABA-AB | T4 | D04 | AEN-AE

16 0-03 0112 | 0549 | 06175
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7. Wnioski

1. Wplyw wyboru modelu funkcjonalnego nie uwidacznia si¢ w
wynikach transformacji jesli przyjeta zostanie jednakowa
macierz wag dla wspolrzednych wtornych punktow
dostosowania 1 gdy wspotczynnik proporcjonalnosci K
Srednich btedow wspotrzgdnych w podzbiorach W, = w,
oraz W, = w, punktow dostosowania, dla modelu I, begdzie
jednakowy

czyl gdy
P, =kP, ; P, =kP,

w, W,

Stad tez rdznice wynikow transformacji wspotrzednych, w wariantact
podanych w tabeli 3, Ip. 11 + 14, sa rOwne zero.

15



2. Niewielkie zmiany wspolrzednych przetransformowanych
wystapily pomigdzy wariantami obu modeli, podanymi w tabeli 3,
L.p. 15, kol. 2 13, gdy srednie bledy wspotrzednych pierwotnych
w modelu I, sa 3 + 4 razy mniejsze od srednich biedow
wspotrzednych wtornych punktow dostosowania (tabela 1,
poz. 12 1 13). Roznice wspotrzednych przetransformowanych w tym
przypadku obejmuja przedziat 0 + 1,8 mm (tab. 3, Ip. 16, kol. 2 1 3).
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3. Istotne zmiany w wartosciach wspotrzednych wystapity w
obu modelach gdy srednie btedy wspotrzednych
pierwotnych punktow dostosowania sa wigksze od
srednich btedow wspotrzednych wtornych tych punktow.
W przyktadzie obliczeniowym wielokrotnos¢ zmian
srednich btedow wynosita 1,3 + 2,0 (tab. 1, Ip. 141 15).
Roznice wspotrzednych przetransformowanych pomiedzy
wariantami podanymi w tabeli 3, Ip. 15, kol. 4 1 5 mieszcza
si¢ w przedziale (0,5 + 17,5) mm, a wigc w praktyce nie
powinny by¢ zaniedbywane. Nalezy zaznaczyc, ze
wniosek 2 1 3 jest stuszny przy zalozeniu zréznicowania
wspotczynnika proporcjonalnosci wag wspotrzednych
pierwotnych 1 wtornych przynajymniej dla 2 podzbiorow
wspotrzednych obejmujacych nie identyczne punkty w obu
uktadach.
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4. Na podstawie wniosku 3 mozna stwierdzi¢, ze wybor
modelu moze byc¢ 1stotny dla wynikow transformacji
wspotrzednych gdy wystepuje zroznicowanie stosunku
wag wspolrzednych w podzbiorach punktow dostosowania
dla uktadow pierwotnego 1 wtornego. Szczegolnie to
zroznicowanie uwidacznia si¢ gdy wagi wspotrzednych
pierwotnych sa mniejsze od wag wspotrzednych w
uktadzie wtornym.
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5. Przy porownywaniu wynikow obliczen wariantu 1 z
pozostatymi mozna stwierdzi€, ze zroOznicowanie wag
wspotrzednych ma wpltyw na wartosci przetransformowanych
wspotrzednych z wyjatkiem przypadkow gdy wielokrotnosci
zmian wag sg jednakowe dla wszystkich wspotrzednych
punktow dostosowania w obrgbie zbioru wtornego 1 oddzielnie -
pierwotnego (tab. 5, Ip. 1 =+ 5, kol. 2). Mozna takze zauwazy¢,
ze jednakowe wyniki przetransformowanych wspotrzednych
uzyskujemy dla porobwnywanych wariantow, w ktorych wagi,

w tych samych podzbiorach wspotrzednych, zréznicowane sa
w jednakowej proporcji, tj. Py : Py =Py : Py =K - dla modelu
[iPy : Py =k - dla modelu II. Wniosek ten wynika z
porownania danych w kolumnach 3 + 6 tabeli 3 obejmujacych
Ip. 1 =5, zuwzglednieniem btedow srednich podanych w
tabel1 1, dla analizowanych wariantow.
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W prezentowanym przykiadzie liczbowym
zroznicowanie wag, w stosunku do wariantu, w
ktorym wagi wszystkich wspotrzednych sa
jednakowe (wariant 1 1 4), powoduje maksymalng
zmian¢ wspolrzednych przetransformowanych
rz¢du 21,3 mm zarOwno w pierwszym jak 1 drugim
modelu funkcjonalnym (por. Ip. 51 10 w tab. 3).
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7. Wyniki obliczen zamieszczone w tabeli 3, Ip. 7 okreslaja
wplyw zamiany wag w podzbiorach, w dwu wariantach
obliczen | oraz |, na zmian¢ wartosci przetransformowanych
wspotrzednych.

Jesli srednie bledy wspotrzednych w podzbiorach, brane do
obliczenia wag, speiniajg proporcje:

mﬁ mﬁ m, :my, = ”w mﬁ my, : M, =4 - dla modelu I
1%5%:%3%:(1 - dla modelu II

to dla q = 2 maksymalne roznice wspotrzednych wynosza

24 mm, natomiast dla q = 3 roznice w przetransformowanych
wspotrzednych w obu wariantach dochodza do 34,9 mm.
Wyniki te mogg takze wskazywac na wptyw niedoktadnego
oszacowania srednich bledow wspotrzednych

w poszczegoOlnych podzbiorach, na rezultaty transformac;i.
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Jesli w transformacji wspotrzednych stosujemy model 11
1 przyjmiemy jednakowe wagi dla wszystkich punktow
dostosowania, to w przypadku, gdy w rzeczywistosci,
przynajmniej w jednym podzbiorze srednie btedy roznig
si¢ dwukrotnie to maksymalne r6znice wspotrzednych
dochodza do 14,2 mm, natomiast przy trzykrotnym
zroznicowaniu srednich bledow maksymalne roznice
wspotrzednych dochodza do 21,3 mm. Wynika z tego,
ze niezaleznie od wyboru modelu transformacji wagi
wspolrzednych wtornych majg wptyw na wyniki
przetransformowanych wspotrzednych.
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[1] Osada E.; Analiza, wyrownanie i modelowanie geo-
danych. Wydawnictwo Akademii Rolniczej we
Wroctawiu, 1998.
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